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Introduccion a la Matematica

iBienvenidos!

Estos apuntes han sido pensados para ayudarte a recuperar y consolidar los
conocimientos matematicos que seguramente adquiriste en el nivel medio, y que son la base
para afianzar otros mas complejos relacionados con la profesién que elegiste.

Para que podamos alcanzar este propodsito es necesario que emprendas esta nueva etapa
con responsabilidad y compromiso, sabiendo que nada es posible sin esfuerzo y que nada
es tan dificil, incomprensible o inalcanzable como parece, sélo se necesita constancia,
paciencia y horas de estudio.

Te sugerimos la lectura de este cuadernillo previa a la asistencia al curso. En
clase se desarrollaran algunos ejemplos, se trabajara en grupo y se podran consultar las dudas
que hayan tenido en la resolucién de los problemas.

Son objetivos de este curso que te habitiies a los tiempos disponibles en la Universidad
para estudiar un tema, que siempre son breves, y que fortalezcas tu capacidad de resolver
problemas de la manera mas conveniente y en el menor tiempo posible, por lo que esperamos
que aproveches los horarios de clase para completar aquellos ejercicios en que hayas tenido
inconvenientes y verifiques los resultados que obtuviste, y no para comenzar a resolverlos
recién en la clase.

Cada persona tiene una modalidad de estudio, de trabajo. Sin embargo te recomendamos
que sigas el orden en que estan presentados los temas y que trates de resolver la guia de
ejercicios de cada uno de ellos. Es posible que aparezcan dificultades, no te desanimes, volvé a
intentarlo. Si atun no llegas a la solucién, anota las dudas y busca ayuda, un profesor o un
companero pueden brindartela. No te desanimes, segui adelante, todo es posible, s6lo hay que
intentarlo.
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SIMBOLOS MATEMATICOS

. & se lee “si y sdlo s1”

e VvV se lee “para todo”

e 3 se lee “existe”

o / se lee “tal que”

* = se lee “implica” o “entonces”
e C se lee “incluido”

o & se lee “no incluido”

e € se lee “pertenece”

o ¢ se lee “no pertenece”

o < se lee “menor”

°« > se lee “mayor”
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CONJUNTOS NUMERICOS

La nocién de ntimero es tan antigua como el hombre mismo ya que son necesarios para resolver
situaciones de la vida diaria. Por ejemplo, usamos numeros para contar una determinada
cantidad de elementos (existen siete notas musicales, 9 planetas, etc.), para establecer un orden
entre ciertas cosas (el tercer mes del afo, el cuarto hijo, etc.), para establecer medidas (3,2
metros, 5,7 kg, —4°C, etc.), etc.

Actividad 1: Escribir los digitos 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 en las casillas de forma que la suma de
los tres numeros de cada fila, de cada columna, y de las dos diagonales, dé siempre el mismo
resultado. A esta distribuciéon se le llama cuadrado magico.

Podemos afirmar que todos los numeros que utilizamos para resolver este problema son
numeros naturales.

El conjunto de los nimeros naturales esta formado por aquellos que se utilizan para contar. Se
los designa con la letra N y se representan:

N=1{1,2345.}

Es un conjunto que tiene infinitos elementos pues si bien tiene primer elemento, el 1 que es el
menor de todos, no tiene ultimo elemento ya que es suficiente con sumar 1 a un niumero para
obtener otro mayor. Asi, podemos afirmar también que es un conjunto ordenado, por lo que
podemos representarlos sobre una recta de la siguiente manera:

Y
& .,
é( Observacion:

* Todo numero natural n tiene su sucesor n + 1y también su antecesor n — 1, excepto el
numero 1 que solo tiene sucesor.

*  Silempre que se sumen dos nimeros naturales se obtendra otro nimero natural mientras
que muchas veces, no sucede lo mismo si se restan.

Q . Es posible encontrar un nimero que al restarselo a 32 dé por resultado 38?

Si lo traducimos al lenguaje algebraico: 32 — x = 38, donde x representa al nimero buscado.
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Es imposible encontrar un nimero natural que cumpla con estas condiciones. Decimos que esta
ecuacién no tiene solucién en el conjunto de los nimeros naturales y lo escribimos asi , S = @.

Para encontrar una solucién a esta ecuacion debemos buscarla en el conjunto de los nimeros
enteros, que se simboliza Z y esta formado por los nameros naturales, el cero y los opuestos de
los niimeros naturales.

Z={.,6—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5, ..} =N"U{0}UN

El conjunto de los nimeros enteros es un conjunto infinito que no tiene ni primer ni ultimo
elemento, por lo que todo elemento de este conjunto tiene su siguiente n+ 1y su anterior,
n—1.

Entre dos nimeros enteros a y b hay siempre una cantidad finita de nimeros enteros, esta
propiedad se conoce con el nombre de discretitud.

x7) .,
é( Observacién

* Al numero —a se lo llama opuesto de a. Dos nimeros opuestos son aquellos que se
encuentran a la misma distancia (en unidades) del cero. Uno positivo y uno negativo, con
excepcidn del cero, cuyo opuesto es él mismo.

Por ejemplo: Sia =4, suopuesto —a es —4
Sia = —11, suopuesto-aes —(—11) =11

2 es el opuesto de -2
| | | | | |
T T T T T
-3 -2 -1 0 1 2 3
N— "

-1 es el opuesto de 1

A
v

* Kl valor absoluto o médulo de un nimero a se define como la distancia de éste al cero.

1 unidad
[-1[=1
(_A_\
< | | | | | | | >
< T T T T T T T >
-3 -2 -1 0 1 2 3
- _
~
3 unidades
3[=3

* Dos numeros opuestos tienen igual distancia al cero, es decir, tienen el mismo valor
absoluto, es decir, |a| = |—al].
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Actividad 2:

a) En la siguiente recta numérica estan ubicados 0, 1y a.

v

<
<

(Doénde ubicarias los nimeros a +1,—ay —a + 1?

b) En la siguiente recta estan ubicados los nimeros 0 y a.

< l Il
<

v

(Dénde ubicarias al nimero -a ?

<

) .,
{v( Observacion:

* La suma de dos nimeros enteros da siempre un nimero entero.
*  La multiplicacién de dos niimeros enteros da siempre un niimero entero.
(Pasara lo mismo con la divisién?

4:2=2 yaque 2:-2=4
—6:3=-2 yaque3- (—-2)=-6
En general a:b =c , b # 0 siseverificaque b -c =a

Pero, jcual sera el resultado de 4:3? Debemos pensar en un numero entero tal que al
multiplicarlo por 3 dé como resultado 4. ;Hay algiin ntimero entero que cumpla con esta
condicién?

Para resolver esta situacién habra que introducir otro conjunto numérico, el conjunto de los
numeros racionales al que denotaremos con la letra Q.

Definicién: Un ntumero racional es el cociente (divisién) de dos numeros enteros m y n,
siendon #0. Por lo tanto: Q = {% ,m, n €L, n+ 0}, donde m es el numerador y n el

denominador. Notemos que Z c Q.

De la definicién de numero racional surge que todo nimero entero es racional, pues podemos
considerar al entero como un racional de denominador 1.

Por ejemplo: —3=_T3 , donde —3€Z,1€Z y 1+#0.

gg,Por qué se excluye al 0 del denominador en la definiciéon?

Representemos en la recta numérica algunos niimeros racionales:
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Fracciones Equivalentes

. . , . . a c . .
Si1 consideramos dos nimeros racionales, por ejemplo, 5 ¥ 7 nos interesa ubicarlos en la recta

numérica para establecer el orden entre ellos, o bien podriamos determinar el mayor y el menor
sin la necesidad de ubicarlos en la recta. Para ello, nos resulta util conocer el concepto de
fracciones equivalentes.

. . a c . . . ,
Diremos que las fracciones ,5 ¥ 2> son equivalentes, es decir, representan el mismo nimero

siempre que sea posible determinar un nimero k de manera que se verifique a.k =c yb.k =d

Por ejemplo, la fraccion z de un entero, implica dividir en 5 unidades a nuestro entero y

considerar de esas porciones tres.

Graficamente,

Podriamos pensar que en lugar de realizar 5 divisiones iguales en nuestro entero que sean diez
pero considerar de estas diez porciones seis, resultando

Como podemos observar, la porcién representada equivale a la primera, ya que:

. . , , 3 7 . . .
Si nos interesara saber cual de los nimeros s 0 5 es mayor podriamos trabajar con fracciones

equivalentes que tengan el mismo numerador o el mismo denominador.

3 39 27
5 59 45
7 75 35
9 95 45
. 3 35
) E<E

Actividad 3: En cada caso, ubicar en la recta numérica los niimeros racionales indicados.

4
a) —§
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b) 2y -1

c) 0y

N |-

(oo N =N

Actividad 4: ;Qué ntumero representa p?

! | | | 1
1 p
2

Do 4—

Ahora analicemos algunas expresiones decimales:

e 0,3 es la expresion decimal de un numero racional porque 0,3 = 1% y 3y 10 son nimeros
enteros.

e 0,5=0,555...es la expresién decimal de un nimero racional porque 0,5 = g vy 5y 9 son
nimeros enteros.

e 015 =0,1555..... es la expresién decimal de un nimero racional porque 0,15 = = y 14

90
y 90 son numeros enteros.

Estos tres ultimos ejemplos muestran los tres tipos diferentes de expresiones decimales que
puede tener un nimero racional:

e Expresién decimal finita: 0,3 ; —0,107 ; 12,001
e Expresién decimal periédica pura: 0,23 = 0,2323.. ; 7,20 = 7,202020....
e Expresién decimal periédica mixta: 0,15 = 0,1555 .... ; —5,2513 = —5,251313

Todo numero racional puede escribirse como una expresiéon decimal cuya parte decimal puede
tener un numero finito de cifras o puede tener un numero infinito de cifras pero periddicas,
pura o mixta.

Supongamos que nos dan el nimero decimal 23,35. Es una expresién decimal periédica mixta,
asi que ya sabemos que es un nimero racional y por lo tanto se tiene que poder expresar como
una fraccién (cociente de dos enteros). /Qué fraccién es?

Para hallar esta fraccidn, existe una regla muy simple que podemos resumir asi:
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(todas las cifras de la expresion) — (las cifras no periddicas de la expresion)
tantos 9 como cifras decimales periédicas y tantos 0 como cifras decimales no periédicas

~ 2335—-233 _ 2102

Aplicando esta regla al ejemplo, obtenemos: 23,35 = ” %
. . o ., ~ 1051
Y simplificando la fraccién obtenemos: 23,35 = a5

) __ 321427-321 321106 160553
Otro ejemplo: 32,1427 = = =
9990 9990 4995

.
|

.

Observacidn:

*  Siempre podemos verificar si la fraccién que obtuvimos es correcta realizando la divisién y
verificando que el resultado coincide con la expresiéon decimal que teniamos.
*  Veremos la justificacion de estas reglas al trabajar con ecuaciones.

Recordemos como realizabamos las cuatro operaciones fundamentales con fracciones:
Adiciéon y Sustraccion Multiplicacién Division

Igual denominador:

ac_ac b.d 20 a.c ad
a4c bd bd ’ b'd bc’
22228 pro
b
a ¢ a-c Se multiplican los a ¢ ad
———=— numeradores y los - —=—
b b b b d bc

denominadores entre si.
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v Inverso multiplicativo:
Dos ntimeros racionales

(distintos del cero) son
Distinto denominador: inversos multiplicativos si Ejemplo:

. . el numerador de uno es el
Cuando las fracciones tienen 4 - ador del ot
y . enominador del otro
distinto denominador se procede y

viceversa. De tal forma que 3.2 37 21
a reemplazar a cada una de estas 1 ltiolicacién d b = ="
por otras, respectivamente a multiplicacion de ambos S 7 52 10

. es 1.

equivalentes a las dadas, con
igual denominador. Luego se 3 2 donde 32 6 1
suman o se restan como en el 2 y 3 2'3 6 _§_g_(—3)-7__£.
caso anterior. 57 52 10

Formalmente Definimos el

Ejemplo: inverso de un numero a = 0
como el ndmero racional
> +1_Z = 10 + 6.2 = que multiplicado por @ nos
3 2 6 6 6 d deci 1 1
_10+6-21_ 5 a 1, es decir, a;_
6 6 * Elinversode a= —2—27
es —= _2 ues
27 P

Actividad 5: Completar el siguiente triangulo numérico con las fracciones que faltan.

AN
15 (1720 (1130 1720 )|\
16 (17301760 J1160 ) ]|\
a2 I I N B G N

WY
x7) ., . .
{z Observacion: Veamos que estas expresiones son equivalentes

3 -3 3
D=5=5 =%

a) §=3-

vl =
ul | =

1
+o+

ul ]| =
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Recordemos que si necesitamos buscar fracciones equivalentes a otras dadas para realizar una
suma es aconsejable buscar el minimo comin multiplo (m.c.m.) entre los denominadores.

Actividad 6:

1) En una fabrica se oye, cada 20 segundos, el golpe de un martillo y cada 45 segundos, el
escape de la presién de una valvula. Si se acaban de oir ambos ruidos simultdneamente /jcuanto
tiempo transcurrira hasta que vuelvan a coincidir?

2) Calcular el minimo comtn multiplo de los siguientes nimeros:

a) 15 y 20 b) 30 y 45 c) 4, 6y 10 d 12 y 18
3) Resolver las siguientes sumas algebraicas:
7 4 8 11 5 1 9
a —+-—— by ———F+———
30 5 45 4 6 18 10
Observacion

* Sines un numero entero, n+ 1 es el entero siguiente y no existe otro nimero entero entre
ellos. Pero, a diferencia del conjunto de los nimeros enteros, en Q no tiene sentido hablar de

.. . . . . 1 . 1 3
siguiente ni de anterior. Por ejemplo, sin = 5 ho podemos afirmar que E+ 1= 5 sea su

. . . 3 , , .
sucesor inmediato pues existe el 1 o el , due estan entre ellos y podriamos seguir

encontrando otros niimeros racionales que cumplan con la misma condicién.

, . . ) a+b
Observemos que entre dos ntimeros racionales, ay b , a < b, existe el racional —, que

. a+b
verifica: a < —~ <b

Conclusién: entre dos racionales distintos a y b existen infinitos nimeros racionales.

Esta propiedad se expresa diciendo que el conjunto @ es un conjunto denso, en contraposicion
a los naturales N y los enteros Z que, como ya dijimos, son conjuntos discretos.

Actividad 7:

La mitad de los 5800 espectadores de un recital se encuentran en la platea, la quinta parte en
los palcos y el resto, en la tribuna popular.

a) ¢Cuantos espectadores hay en cada sector?
b) Si los espectadores fueran 1000 y se hubieran repartido del mismo modo, /jcuantos
habria en cada sector?
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Actividad 8: Porcentajes

1) La siguiente tabla muestra las exportaciones de origen agropecuario de la Argentina

Anos En millones de U$S Variacion anual Variacién porcentual
1999 459
2000 732 732 - 459=273 59,47
2001 1007
2002 909
2003 2223
Si x es la variacién porcentual entre los afios 1999 y 2000, % = % = x =221 = 59,47

Calcular la variacién porcentual entre

a) 2000y 2001 b) 2001 y 2002 c) 2002 y 2003

2) Por el pago en cuotas se recarga 2% mensual, sobre el saldo adeudado {Cuanto habra
que pagar en total por una heladera de $ 10 600 si se compra en 6 cuotas?

3) Cuando una tienda liquida, hace el 15% de descuento sobre el precio de lista. Miryam
compro una frazada y pagd $850. ;Cual era el precio de lista de la frazada?

g(',Cuéles son las medidas de los catetos de un triangulo rectangulo isésceles si se sabe que su
4rea es 6,5 cm??

Como el triangulo es rectangulo isdsceles, sus catetos son iguales por lo que el area que es de
6,5 cm? queda expresada con la siguiente ecuacién:

XX
T=6,5 (=4 x2=13

Esta ecuaciéon no tiene solucién en el conjunto de los ntimeros racionales Q, porque no existe
ninguin numero racional que elevado al cuadrado dé por resultado 13.

Aparece entonces un nuevo conjunto numeérico, el de los nimeros irracionales que se simboliza
con I. Los elementos de este conjunto tienen desarrollo decimal infinito no periddico.

El lado del tridngulo anterior mide V13 y es un ndmero irracional. Otros niimeros irracionales
son:
6,12123123412345.... —15,161718192021 ...
m = 3,14159254 ... ,
V7
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& ., i . . L .., L.
Q Observacién: Los numeros irracionales también tienen su ubicacidén en la recta numérica.

Actividad 9: Representar en la recta numérica los nimeros irracionales indicados

a) V2 y suopuesto
b) V3 y V5
) V3+V5yV5+3

a)
i i
0 1
b)
| |
0 1
c)
i i
0 1

El conjunto formado por los niimeros racionales y por los irracionales se llama conjunto de

los niimeros reales y se simboliza R.

R=QUI

: ()

Q I NcZcQcR

QUI=R
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Los niimeros reales tienen la propiedad de llenar por completo la recta numérica, por eso se la
llama recta real.

Dado un origen y una unidad, a cada punto de la recta le corresponde un nimero real y, a cada
numero real, le corresponde un punto de la recta.

OPERACIONES EN R

Suma y producto
Las operaciones de suma y producto definidas en R cumplen ciertas propiedades. Veamos

algunas de ellas:
Sean a, b y ¢ nameros reales cualesquiera.

Propiedades de la Suma del Producto
a+tbeR abelR
Ley de cierre
Asociativa a+(b+c)=(a+b)+c* a-(b-c)=(a-b)-c *
Conmutativa a+b=b+a a-b=b-a
Esel O: Esel 1:
Existencia de elemento neutro
a+0=0+a=a a-l=1-a=a
Es el opuesto aditivo: Es el inverso multiplicativo:
Existencia de inverso 1 1
a+(-a)=(-a)+a=0 a-===-.a=1 si az0
a a

Distributiva del producto con (a+b)-c=a-ctb-c

respecto a la suma

éa( Observacién: La propiedad asociativa nos permite prescindir del uso de paréntesis y
escribir simplemente a+b+c 6 a-b-c.

Actividad 10: Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. En caso de ser
verdaderas, mencionar las propiedades utilizadas y en caso de ser falsas, explicar claramente
por qué.
1 4 5
a) 5 (5+4) —§+§
8 8
b) —2-(3-5)=(-2)-2-5

) V2+c=c+\2
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d) 3+[8:(—9)]=@B+8)[3+(—9)]
e) %-azl,VaER

f) Existe un nuimero real x para el cual % +x=0

Potenciacion

Si a es un numero real y n es un numero natural, entonces decimos que a™ se obtiene
multiplicando n veces el factor a, es decir:
a"=a-a-..-a
—_
n veces

Por ejemplo: a® =a-a-a

Decimos entonces que a™ es una potencia que tiene a como base y n como exponente.
Extendemos la definicién para exponentes enteros definiendo, para a # 0:

a®=1
a*=(@hH" neN

Actividad 11: Decir si los siguientes enunciados son verdaderos o falsos:

a) 28=2%2.26=125.23 f) —32 = (-3)?

b) (8 +3)? =82+ 3?2 g) 5% =45
3\72 472

) (8-3)2=82-3? m(E) =5

d) (23)%2 =2° 1) 572 = —-10

e) (2%)%=2°

La actividad anterior ejemplifica algunas de las siguientes propiedades de la potencia:

Sean a, b numeros reales distintos de 0 y sean m, n nimeros enteros.

Propiedades de la Potencia

Distributiva con respecto al producto | (a-b)™ =a™-b™

. . . e e, a m
Distributiva con respecto a la divisién (—) e T

Producto de potencias de igual base

Divisién de potencias de igual base e TP

Potencia de potencia (@)™ = i,
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# La potencia no es distributiva con respecto a la suma ni a la resta. *

g[,Qué sucede si a un numero negativo lo elevamos a una potencia par? ;Cual es el signo del
resultado?
Radicacién

Para los enteros positivos n ya se ha definido la n-ésima potencia de b, a saber, b™. Ahora
vamos a utilizar la ecuacion a = b™ para definir la n-ésima raiz de a.

La notacién de la raiz cuadrada de 49 es v49. Su valor es 7 porque 72=49y7>0. Aun
cuando (=7)? = 49, el simbolo /49 se usa sélo con +7 y no con —7, asi que se tendra un solo
valor de v49. Claro que siempre es posible escribir —/49 si se desea el valor negativo —7.
Podemos observar que —49 no tiene una raiz cuadrada real ya que b? > 0 para todo nimero
real b, por lo que b? = —49 no tiene solucién en el conjunto de los niimeros reales. En general,
la raiz cuadrada de a se define como sigue, a veces recibe el nombre de raiz cuadrada principal
de a.

Si a es un nimero real positivo, Va=b siysélosia=h?>y b >0

Ademiés, V0 = 0.

Ejemplo: V25 =5, pues 52 = 25 (no es —5 ni +5)
En el caso de las raices cubicas se puede utilizar tanto nimeros positivos como negativos, asi
como el cero. Por ejemplo, 22 =8 y (=5)3 =-125
Se puede decir entonces que,
Sia y b son nimeros reales cualesquiera, 3a = b siy sélo si a = b3

En particular, Y0 = 0
Ejemplos: 3/343 = 7 pues 73 = 343

¥Y=1728 = —12 pues (—12)3 =-1728

Se puede ver que existe una diferencia basica entre las raices cuadradas y las raices cubicas.
Las raices cuadradas estan definidas sélo para los nimeros reales positivos y el cero. Las raices

cubicas estan definidas para cualquier nimero real.

Lo mismo sucede con cualquier entero positivo n: la distinciéon fundamental surge de si n es par
o impar.

e Si n es un entero positivo par y a y b son numeros reales positivos tales que a = b™,
entonces existe a = b.
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e Sines un entero positivo impar y a y b son nimeros reales tales que a = b™ entonces
existe Va = b.
e En cualquiera de los dos casos, Y0 = 0.

2

Observaciones:
+ El ntmero a es el radicando, ¥ es el signo radical, n es el indice del radical y Va es la

expresion radical o raiz n— ésima de a.
x El simbolo va se utiliza sélo para representar a.

Potencias de exponente fraccionario

Observemos las siguientes analogias:
3 5
al=al y 336 — g2 af=a’y 5335 _ 5°

Estos ejemplos nos inducen a adoptar la siguiente definicién para el caso de potencias de
exponente fraccionario:

n
am ="Ya", donde a€eR* , n€Z y meN

ggCuéndo es posible calcular una potencia de exponente fraccionario y base negativa?

Veamos ahora las propiedades de la radicacién, las cuales son analogas a las de la potenciacion.

Propiedades de la Radicacion
(a y b nimeros reales positivos y n, m nimeros naturales)

Distributiva con respecto al producto Na-b=4%a-Vb
e e nfa@ Va
Distributiva con respecto a la divisién - = n£
b b

z z n
Raiz de raiz /m a=""a
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1) (Es posible aplicar la propiedad distributiva de la radicaciéon respecto a la suma o a la
resta? Proponer ejemplos.

2) (Qué sucede al aplicar la propiedad distributiva al siguiente radical: \/(—4) - (—16)?

Simplificacion de radicales

Actividad 12: Efectuar las siguientes operaciones

a) V2%, V2' y 22 b) V320, V3 y 3 ) V(=2)°y (-2)°

Observemos que, en algunos casos se puede dividir el indice de la raiz y el exponente del
radicando por un mismo numero sin alterar el resultado. A esta propiedad la
llamaremos simplificacion de radicales.

*  Si el indice de la raiz es impar se puede simplificar siempre sin tener en cuenta el signo
de la base del radicando. Por ejemplo:

4 (—2)% = —2 (dividimos indice y exponente por 5)

N2 S L L
(E) = (E) (dividimos indice y exponente por 7)

*  Si el indice de la raiz es par, sélo se puede simplificar si la base es positiva, ya que si la
base fuera negativa podria presentarse el siguiente caso:

V(=2)% = —2 (dividimos indice y exponente por 4) y en realidad, J(=21=116 = 2.

Vemos que los resultados no coinciden. Por lo tanto:

Cuando el indice es PAR y el radicando es NEGATIVO, NO se puede simplificar.

Notemos que la tnica diferencia en el resultado es el signo y que las raices de indice par dan

. , . 1. 4
como resultado siempre un ntmero positivo. Podemos entonces escribir: /(—2)4 = |-2| = 2,
donde el valor absoluto de un ntimero a se define de la siguiente manera:

_(a sia=0
jal={%, o
—a sia<0

Entonces podemos afirmar que:

Si n es impar, Va = a Si n es par, Va® = |a|
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Actividad 13: Descubrir los errores cometidos en el siguiente desarrollo.

420 . MJH/_ \/_+(——j2:22-_i2+\/W+(—%j2

= 4 16+§
—2 9
=—2+4+§
_®
9

Recordemos como operar con radicales...

Adicion y Sustraccion de términos con radicales

v Radicales expresados como raices con igual indice y radicando

1. Se extrae factor comun de todos los términos en los que aparezca el radical
involucrado:

N N f(s__+5j 2

2. Se suman y restan los nimeros racionales:

NG (5—%+ gj \/_ ——2

H_J
Este es el
resultado!!!

v Radicales expresados como raices con distinto indice y/o radicando

3. Se descompone cada uno de los radicando, en forma de producto. Buscando que
aparezca el menor de los radicandos en todos los términos

VB-2+472=\24-2+236

4. Se aplica propiedad distributiva con respecto al producto

V2824236 ~2E -2 + 23

5. Se procede a resolver aquellas raices cuyo resultado es un numero racional

28 —2+2:/36 =2.2-2+2.6
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6. Se extrae factor comun el numero irracional de cada uno de los términos en los
cuales aparece

V222 +42.6=+2.(2-1+86)

7. Se resuelve la suma algebraica de ntimeros racionales

J2.(2-1+6)=+2.7=72

)
£ ., . . , .
é( Observacion: Sino es posible encontrar como factor comuin un radical, no se puede resolver
la operacion

Multiplicacion y division con radicales

Para multiplicar o dividir expresiones en las cuales aparecen nimeros irracionales se procede a
agrupar, si existen, mediante la aplicaciéon de propiedades, los nimeros racionales por un lado y
los irracionales por otro.

Luego se procede a resolver las operaciones que correspondan en racionales y/o irracionales.

Ejemplo:
(,[1) 8s5 8 5
(8.%).[2.\/%J—15.F
20

....lo cual puede escribirse....

8 5 1 1
S0 B = =4 /5:-:44100:4.10:40
2" 1 [I zoJ 20

Para multiplicar y/o dividir

radicales estos deben tener el

W mismo indice.

Racionalizaciéon de denominadores

Cuando una expresion fraccionaria tiene indicado en el denominador un radical, resulta ser
conveniente modificar tal expresion- sin cambiar su significado-por otra cuyo denominador sea
racional. Este proceso recibe el nombre de racionalizaciéon del denominador.
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Trabajaremos inicamente dos casos:

1) Denominador con radical dnico: Multiplicamos numerador y denominador por un radical
que tenga:

e igual indice que el que figura en el denominador.

e radicando tal que al efectuar el producto de este con el radicando del radical que existe,
resulte una expresiéon (un nimero) que tenga como exponente un multiplo del indice (al
cual pueda calcularsele la raiz en racionales).

Ejemplo:
A T e 7f 3¢ X e
el e o A A
X3 =3

2) Denominador de dos términos con uno o ambos con radicales de igual indice:

e Multiplicamos numerador y denominador por el denominador de la expresién original,
cambiando la operacién que separa en términos por la inversa de ésta. Es decir, si los
términos aparecian unidos por la operacién de la suma, el que uso para multiplicar debe
tener una resta y viceversa.

e Aplicamos la siguiente propiedad: (a + b).(a - b) =a®-Db*.

¢ Operamos teniendo en cuenta el conjunto numérico al cual pertenecen los nimeros.

Ejemplo:

15 15.(+5+8) _15.(J§+J§)_15.(J§+J§)
BB (VB ) (B ) (8] -(vB) 58
15.(J§+J§)

-3

= —5.(\/§+\@)

Actividad 14: Racionalizar los denominadores de las siguientes expresiones.

8 by = Q) ==

a ——— =
233 /53 .34
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TRABAJO PRACTICO — NUMEROS REALES

1) Completar con los simbolos €, ¢, € 6 & segun corresponda.

"4 N - 1o Q
2
- V2o I
"R o........ R
" N . R . 03 .
2, 7,0} ........ Z o
" N oo Z ... Q... R

2) Dado el conjunto S ={12, g J7,-38, 571, z, 0.6}, encontrar:
a) SNN c) SnI
b) SN Q d SNZ
Representar el conjunto S en la recta numérica en forma aproximada.

3) Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:

a) La suma de dos numeros naturales es siempre un nimero natural.
b) La diferencia de dos ntimeros naturales es siempre un nimero natural.

¢) El cuadrado de un ntimero racional negativo es un racional positivo.

d) Existen infinitos niimeros racionales comprendidos entre O y %

e) El conjunto de los nimeros naturales carece de primer elemento.

4) Responder:

a) Sim = 14, jcomo pueden representarse los nimeros 13, 15y 16 en términos de m?

b) Sea n un ntimero par cualquiera, ;/cudl es el siguiente entero par? ;Cual el anterior?

¢) Si x representa cualquier entero impar, jcudl es el siguiente entero impar? ;Cual el
anterior?

d) Six es cualquier entero par, /x + 1 es un entero par o impar? ;Y x — 1?

e) Six es cualquier entero, ;2x es par o impar? ;Y 2x — 1?7 /)Y 2x + 1?

5) Indicar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justificar la respuesta
proponiendo un contraejemplo, en caso de ser falsa, o enunciando las propiedades aplicadas,
en caso de ser verdadera.

a) stla=-2yb=0,entoncesa:b=0 e) elinverso de 2 es —%.
b) (-a) - (-b)=—(a . b)

} ) ) a:(b+c)=a:b+a:c,
c¢) el cociente entre un numero y su

i siendob+c#0,b#0yc#0
opuesto es igual a —1 o) b—[—c-2-1)—1]=b
d) a+t(-b+c)=a-b+c
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h) a—-(b+tc)=a-b+c ) a-(-b)=a-b

1) b+c):a=b:a+c,cona=0 m)a- (b-c=a-b-a-c

i) paratodoaeR,a:a =1 n) la ecuacién 2x = 1 tiene solucién en Z
0 (—a)=a

k) paratodoaeR, (') =a

6) Calcular:

) G+3)2=... 524 32= ...
SR Y - G T—
3) (=2)2=...... 32= ...

4 (2% =, [

7) Completar con = 6 # y mencionar qué propiedades se cumplen o no se cumplen:

a) (@+b)y....... ar + br ¢ a” (@")°
b) ab..... ba a """" X a
d) (p-g)?.......... p%-q
8) Resolver aplicando propiedades de la potenciacién:
1,2y 2-(302d)(bd?) |’
7 o[z
2 3 123%™

32 .93 5
b) ﬁ?i:

3
e) 02 2:(5%)4=

2 5

¢ as3-al.aab=

9) En los siguientes calculos se han cometido errores al aplicar las propiedades. Indicar cudles
son y corregirlos.

a) (22 .93 .25)2 _ (24)2 _ o6
b) (52) :(52f =5°:5° =50 =1

74_72)6_74.712_
(79)2 o8

d) (7-2-14)0+5°=2

c) (-7)% =49

10) Aplicar las propiedades de potenciacion para demostrar que:

a) (a+2P-(a-2P-4-(2a+1)=—4 o) fi0-2m:(2"F ~1000
b) (3_3n+1+3n+2)3:(3n+2)3:8 d) 22—n.(2.2n+1+2n+2):32

11) Determinar si han sido resueltos en forma correcta los siguientes ejercicios y justificar:
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a) V4-9=44./9=2.3=6 )V9+16 =3+4=7
b) v—4-4-9=/(-4)-(-9) =/36 =6 e) V9+16 =+/25 =5

o J(2)-(-8) =16 =4 f)i/—64:%/—_8:3_6;=§/§=2

12) Indicar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:

. , 2

a) Six es un numero real, entonces VX~ =X
. , 2

b) Six es un nimero real, entonces VX = |x|

. , 3[.3
¢) Sixesun numero real, entonces VX' =X

d) Si x es un numero real, entonces ¥V x° = |x|

13) Unir con flechas las expresiones iguales, siendo a,b e Rt :

Y64a° - 216b° 3Jab

400

25

Yap’ct 24ab% 3a?
2

5@—§a ﬂb—z— 1,16 422 a’bc? Vab®
a

2\81

4

14) Calcular:

1
! 5.53)°
a)160,25 C)16—0,25 e) 2. 33 g) ( 5_1)
26
3330 2
b)(3/2-37122 g [(g) ] N(VZ -2) h)(v3 - V5). (V3 +5)

15) Expresar como potencia de exponente fraccionario y calcular:

1)” 16°% -3/2 5-33 a-vJa
8113.| — | = = Y& _ R
v (mj K- NN (TP
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1
3]
37* a 3/8

En los incisos c) y h) {Qué condiciéon debe cumplir a?

16) Verificar que se cumple la siguiente igualdad, considerando a > 0,b > 0

,Qué ocurre sia = b?
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MODELOS MATEMATICOS Y ECUACIONES

En diferentes ambitos de la vida diaria de algunos profesionales, empresarios o simplemente de
alguien que quiere comprar un determinado articulo, se puede encontrar con las siguientes
situaciones:

Situacién 1: Las empresas A y B producen ambas un total de 20 toneladas de un determinado
producto a lo largo de un mes. Sin embargo, la empresa A produce 10 toneladas mas que la
empresa B en el mismo lapso de tiempo. ;/Cuanto es la producciéon de cada una de ellas?

Situacién 2: Determinar el precio de equilibrio de un bien cuyas funciones de demanda y de
oferta estan dadas por D(p)=25-3p y S(p) =-5+2p, respectivamente. Calcular, ademas, la

cantidad del bien demandada para dicho precio de equilibrio.

Situacién 3: Si una tienda rebaja sus articulos un 24% /cudl seria el precio inicial de una
prenda cuyo precio rebajado es de 38 pesos?

Situacion 4: Un comerciante de verdura compra una cierta cantidad de tomates a 15 pesos el
kilo. Se le echan a perder 3 kilos y el resto lo vende a 25 pesos el kilo. ;Qué cantidad ha
comprado si la ganancia obtenida es de 125 pesos?

Situacién 5: Un empresario ha comprado un local rectangular por 259.200 pesos. Sabiendo que
uno de los lados del local tiene una longitud igual a las tres cuartas partes del otro y que el
precio del metro cuadrado es de 600 pesos, /Cudles son las dimensiones del local?

La matematica, que muchos describen como el “lenguaje del universo”, nos otorga la posibilidad
de describir, calcular y predecir el comportamiento del mundo que nos rodea para dar respuesta
a estas situaciones u otras miles de preguntas que podemos plantearnos al observar nuestro
alrededor.

La representacién de nuestra realidad, de forma simplificada y de diferentes maneras que nos
ayuden a comprender su comportamiento, se realiza a través de modelos.

Un modelo es una representacion grafica, esquematica o analitica de una realidad, que sirve
para organizar y comunicar de forma clara los elementos que la conforman y sus relaciones.

Los modelos constituyen la base para estudiar y entender problemas propios de muchas areas:
economia, ingenieria, medicina, quimica, fisica, psicologia, etc.

S e
L .
Lt
.. . g =
e Un mapa es un modelo de la superficie de la Tierra. £ A
AT i
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Uy
. o Un circuito electréonico que describe una fuente de voltaje es
¥ - y, un modelo esquematico.
a b

Uy

e Las réplicas de aviones, automoéviles, barcos, e incluso de mufiecos de superhéroes, pero en
una escala mucho menor, son modelos de los mismos.

Maquetas y planos de edificios, centros comerciales, casas o
complejos de oficinas son modelos que se usan para ver
exactamente como se vera la "estructura real" cuando se
construya.

Un modelo verbal es una narracién con palabras que describe un paisaje o una compleja
descripcién de un negocio (relata y establece el escenario actual de la empresa, las metas y
objetivos a seguir, etc.)

En muchas ocasiones, es de gran interés no solo representar la situacién sino el conocimiento de
lo que ocurrirda en las mismas cuando las variables involucradas evolucionen. Aquellas
representaciones en las que se explicitan las relaciones entre las variables mediante formulas,
ecuaciones y uso de nameros, en general se denominan modelos matematicos.

Un modelo matematico es la representaciéon simplificada de la realidad, mediante el uso de
funciones que describen su comportamiento, o de ecuaciones que representan sus relaciones.

Ante situaciones concretas como: el espacio recorrido por un movil, el estiramiento de un
resorte al aplicarle una fuerza o el aumento de temperatura de una sustancia al calentarla,
entre otras, los cientificos analizan cémo se vinculan las variables en juego y buscan férmulas
matematicas que describan las relaciones que mantienen la misma regularidad. Cuando su
relacién se caracteriza por una velocidad de cambio constante, estamos en presencia de un
modelo lineal.

Esquematicamente:

Descripeion del

Mundo Real ——3| problema (lenguaje
coloquial)

Resultado Modelo

Matematico
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En esta seccidon nos ocuparemos de representar las relaciones entre las variables de un modelo
matematico mediante ecuaciones.

Una ecuacion es una relacion de igualdad entre cantidades, donde una o varias de ellas
son desconocidas.

La cantidad desconocida se llama incégnita. Cuando el valor desconocido es uno solo, la
ecuacién se dice con una incégnita. Es comin que utilicemos la letra x para simbolizar la
cantidad desconocida, aunque podemos usar cualquier letra del alfabeto.

Observacion:

“Algunos historiadores de la Matematica afirman que la letra x se usé como
abreviatura de la palabra arabe shei (cosa), para nombrar las incégnitas.

Sin embargo, se considera que la notacion algebraica moderna fue inventada
en 1637, por el matematico francés René Descartes. En su obra, se
representan las constantes con las primeras letras del alfabeto(a, b, c, etc.) y
las variables o incégnitas, con las ultimas(x, y, z).

Se cuenta que el editor que estaba imprimiendo el libro, debido a la gran
cantidad de ecuaciones que tenia, le pregunté a Descartes si podia emplear
esas ultimas letras para las ecuaciones. Descartes le respondié que le
resultaba indiferente qué letras wutilizase. El editor eligi6 utilizar
especialmente la x, porque en francés esa letra se utiliza poco.” (Matematica 8
EGB3. Editorial Tinta Fresca).

Ejemplos:
2x+8z=1 — una ecuacion con dos incognitas
3+2=4 — una ecuacién con una incégnita
1

Zt +2=2t-3 — unaecuacion con una incognita

Log(2r+1)=4 — una ecuacion con una incognita

Resolver una ecuacion significa encontrar el o los valores que puede “tomar” la/s incégnita/s
de modo tal que la igualdad se verifique.

Al conjunto de valores que hacen que la ecuaciéon se verifique se lo llama conjunto
solucion y puede estar formado por:

1) Un solo elemento.
Ejemplo: 2x+1=-1. Solo tiene solucién para Xx=-1. Escribiremos S = {-1}
Comprobarlo...

2) Tener un numero finito de elementos
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Ejemplo: 2x°+2x—4=0.

Solo tiene solucion para X =1y x=-2. Escribiremos S ={1,—-2}  Comprobarlo...
3) Tener infinitos elementos.

Ejemplo: 2x = %x , pues todo numero real verifica esta igualdad. Escribiremos S =R
4) No tener elementos.

Ejemplo: Xx?=-1 , pues no existe nimero real que elevado al cuadrado dé —1.
Escribiremos S =0

Actividad 1: Un problema muy comin donde debemos emplear ecuaciones para resolverlo es el
siguiente:

Lucia y Esteban han ahorrado dinero durante un afo. Lucia tiene en su alcancia la tercera
parte del dinero que Esteban ha logrado guardar. Si entre los dos tienen 2400 pesos,
jcuanto dinero ha ahorrado cada uno de ellos?

Encontrar dos ecuaciones distintas que modelicen este problema.
Dos ecuaciones se dicen equivalentes si poseen el mismo conjunto solucion.

Ejemplo: 2x+1=-1 y 4x+2=-2 son ecuaciones equivalentes pues ambas se verifican,

Unicamente, para X=-1.

Para obtener una ecuacion equivalente a una dada, utilizamos las siguientes propiedades de
la igualdad.

Sean a, by ¢ tres nimeros reales cualesquiera,

v Reflexiva: a=a
v Simétrica: a=>b entonces b=a
v" Transitiva: Si a=b y b=c entonces a=c
v" Uniforme:
— Si a=0b entonces at+c=b+c

— Si a=b entonces a-c=b-c
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Con el uso de estas propiedades, al momento de resolver una ecuacién, podemos transformarla
en otra ecuacién equivalente que sea de mas facil resolucién.

Nos limitaremos a trabajar con ecuaciones con una incégnita. *

Resolucién de ecuaciones de primer grado

Se llama ecuacién de primer grado a aquella donde la incégnita aparece elevada a la potencia

1
uno. Por ejemplo: g X+1=-3.

Para resolver una ecuacién de este tipo se debe obtener, mediante la aplicacion de propiedades
de la igualdad y operando con los términos, una ecuacién equivalente a la dada. Tratando en
todos los casos de encontrar el/los valores de la incégnita.

Ejemplos:

1) Sea la ecuacién: 3.(x-2)+1=2

Resolucién: 3.(x-2)+1=2 (por propiedad distributiva)
3X—6+1=2 (operando)
3x-5=2 (por propiedad uniforme de la suma)

3X-5+5=2+5 (operando)

x=7 (por propiedad uniforme del producto)
1 1
—3x==.7 operando
3 3 (op )
7
X=—
3

. ., 7
ConJunto solucién: S = {E} (Solucién unitaria)

2) Sea la ecuacién: ~10.x =5.(6x—8x)

Resolucién: —10.x =5.(6x —8x) (operando)
—10.x =5.(-2x)
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3) Sea la ecuacién:

Resolucién:

-10.x=-10.x

—10.x(—i) = —10.x(—i
10 1

X=X

0

(por propiedad uniforme del producto)

(operando)

B

Conjunto solucion:

S=R

(Solucién infinita)

7x-15=7.(2+x)
7x—-15=7.(2+x)

TX=15=14+7X
TX=15-7x=14+7X—-7X

-15=14

(por propiedad distributiva)

(por propiedad uniforme de la suma)

(operando)

B

Conjunto solucion:

S=¢ (Soluci()n vacia)

Resolucién de ecuaciones de segundo grado

Se llama ecuacién de segundo grado a aquella de la forma ax’+bx+c=0 @, donde a0 y

a,b,c € R.

Para resolver una ecuacion de segundo grado, en algunos casos, igualamos a cero para llevar a
la forma @; en otras ocasiones es conveniente omitir este paso. Veamos algunos ejemplos de

estas situaciones:
1) Sea la ecuacion:

Resolucién:

3x* =3
3x* =3

(como la variable aparece en un tinico término

es posible “despejar” en forma directa)

—

(operando)

(por propiedad de radicacion)

Conjunto solucién: S = {71; l}
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7
2) Sea la ecuacién: X% = _§ X
. o 1
Resolucién: X =-— § X
X2 + 3 x=0 (igualamos a cero)
7 .
X| x+=1=0 (sacamos factor comun x)
. 7 . ,
x=0 0 X+ 3 =0 (por propiedad de nimeros reales)

o

7
x=0 X = 3 |:> Conjunto solucién: § = {0; %}

Cuando la ecuacién de segundo grado esta completa, es decir, tiene los tres términos que
aparecen en @ podemos aplicar la conocida férmula:

_ bz Jb*—4.ac

%z 2.a

El conjunto solucién de estas ecuaciones depende de cémo sea la expresién: b? —4-a-c

v Sib?—4-a-c=0 entonces el conjunto solucién estd formado por un tnico
elemento (un nimero real).

v’ Sib?—4-a-c> 0 entonces el conjunto solucién estd formado por dos elementos
(dos ntumeros reales).

v Sib%?—4-a-c<0entonces el conjunto solucién es vacio. No existe niimero real
que satisfaga la ecuacién.

Cuando el conjunto solucién es no vacio la férmula nos da a lo sumo dos soluciones reales:

X, X,.

Asi, la ecuacién ax’ +bx+c=0 se puede reescribir en forma factorizada de la siguiente
manera:

ax’ +bx+c=a.(x-x).(x=%,)=0

3) Sea la ecuacién: 4x* +8x-12=0
Resolucién: 4x* +8x—-12=0
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(como la ecuaciéon es de la forma @ estoy en condiciones de resolver utilizando férmula
antes mencionada)

a=4, b=8 c=-12

—8+.,/(8)" —4.4.(-12)

%2 = 24
—8++/64+192 -8++/256 -8+16
2= = =
8 8 8
-8+16 -8-16
= =1 vy X, = =-3
% 8 2 8

Luego puedo escribir la ecuacién: 4.(X—1).(X—(—3))=0 la que se verifica para

Xx=1 o x=-3. Es decir, S={—3;1}.

4) Sea la ecuacion: x> —4x+4=0
Resolucién: x> —4x+4=0

a=1 b=-4, c=4

—(—4)%4/(-4)" -4.14

%2 = 21
_42416-16 _4%0 _,
- _4£0_
: 2 2

Luego puedo escribir la ecuacion: (X — 2)(X — 2) = (X — 2)2 =0 la que se verifica para x =2
S={2}

5) Sea la ecuacion: x> —2X+6=0
Resolucion: x> —2X+6=0

X2

_—(-2)£4(-2)° -4.16
a 2.1
C244—24 2422

2 2 2

Pero como b®—4.a.c=-22<0 el conjunto solucién es vacio. S = .
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Actividad 2:

1) Tenemos la ecuacién 3x =3. Pedro resuelve y dice que la solucion es x=0/Esta en lo
correcto?

2) Juan y Maria resolvieron la ecuacién x° =X de dos maneras diferentes y llegaron a
resultados distintos.

Juan Maria
X* =X X2 =X
XX x*—x=0
X X x.(x-1)=0
x=1 x=0 6 (x-1)=0
s={ x=0 0 x=1

a) ¢(/Quién esta en lo correcto?

b) ¢(Cual fue el error cometido en la solucién no correcta?

3) Resolver la siguiente ecuacién: (X + 1) ( X— 6) = (X + 1) ( 2— X) . (Esta ecuacién tiene una
Unica solucion? Justificar

4) Hallar los valores de x € R que verifican la siguiente ecuacién:
(¥ -8)(2x-3)=(x*-8)(x+2)
Esta ecuacién tiene mas de una solucion? Justificar

5) Resolver la ecuacién: (X2 - 9)(5X + 6) = (X2 —9)(—4— X) .

;Cuantas soluciones tiene esta ecuacién?
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TRABAJO PRACTICO — ECUACIONES E INECUACIONES

1) a) La solucién de la ecuacién 4x — 8 = 2x — (—x) — (-1) es:

e un numero fraccionario y entero.
e un numero entero y negativo.

e 9
9
« =
7
e ..ninguna de éstas.

b) La solucion de la ecuaciéon: 5x + 10x -6 -9 +4x=x+ 3 — 12 es:
o 15

4

¢ ninguna de éstas.

N|w w|N

¢) Elvalor de m que pertenece a N y que es solucién de la ecuacién

m+3(dm—-6)=-10+2(3m —-5) es:

e 0
inexistente

(2
7
2
ninguna de éstas.

2) Resolver las siguientes ecuaciones de primer grado y determinar la cantidad de elementos

del conjunto solucion:

2) 4+x=—(15+%) O (- 12+ =5-y4-y -2
b) 3(x+9)=ﬂ f) Ea+2—(a—_4+a+1):5a—g

6 2 3 6 3
c)bt+4—t=4(1+1%) g) y — 2 =6(x + 4), siendo ambas, x e y, incognitas.

d) a — x = 3(x — a), siendo x la incégnita y @ un nimero real fijo.
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3) Hallar las soluciones de las siguientes ecuaciones e identificar cuales de ellas son

equivalentes:
12 o9 ) ”
2) (y—z) =2 d) 322 + 3(3x — 1) = 2(3x + 24?) — 13
5 2 1 1
b) (gx+3) =5x+8 e)Wz—Ew—E=O)
1\ 1., 3
c)—3(x—1)(x+5)—0 f)—;x =—3X 5
4) Resolver las siguientes ecuaciones, escribir el conjunto solucién y escribirlas en forma
factorizada:
a)x2—-25=0 c) 3x2—12x—-63=0
b) —2x2+ x =10 d) 3x2=12x— 12

5) Responder:
a) ¢Es posible encontrar valores de x que satisfagan (x+ 3)(x—3)=5(x+2)+31 y
3x+15

=0 al mismo tiempo?

2t2+2 4

b) (Es posible encontrar valores de ¢ que satisfagan 8¢2=-4¢ y = gt ala vez?

6) Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justificar.

2
. ., ., X=X ,
a) El conjunto solucién de la ecuacion =—15 esta dado por {0, —7}.
X

b) El par (x, y) = (5, 2) es solucién de la ecuacién 3x2 — 2y = 51 + 10y.

(a+3)?*
a+3
d) 1 esla tnica solucién de la ecuacién x2+x—2=0.

¢) Las ecuaciones 0y at 3=0 son equivalentes.
7) Resolver los siguientes problemas:

a) De un deposito lleno de liquido se saca la mitad del contenido; después, la tercera
parte del resto y quedan aun 1.600 litros. Calcula la capacidad del depésito.

b) Hallar dos nimeros naturales impares consecutivos tales que su producto sea 255.

c) Un poste de luz de 7 m. se rompe y al doblarse, la punta de la secciéon rota toca el
suelo a 3 m. de la base del poste. ;A qué altura se rompid? (Ayuda: utilizar el
Teorema de Pitagoras).

d) Pienso un numero, le sumo 5, a este resultado lo multiplico por 3 y el nuevo resultado
lo divido por 10. Obtengo asi 6. ;/Qué nimero pensé?
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e) El perimetro del siguiente triangulo es 24 cm. ;Cual es la longitud de cada uno de
sus lados?

x> —15

f) Un rectangulo tiene por dimensiones el triple y el quintuplo del lado de un cuadrado.
Calcula las dimensiones de ambos cuadrilateros, sabiendo que la diferencia entre sus
areas es de 2015 cm?2.
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FUNCIONES
Introduccion

= En diferentes tramos de la multitrocha de la ruta

22 que une las ciudades de Neuquén y Plottier se | MANTENGA DISTANCIA para FRENAR

esta evaluando colgar este cartel:

(,Como interpretarian la formula? ;Qué distancia debe
conservar un automovilista que va a 100 km/h?

JLes parece que los conductores respetaran lo que

Vo W BN i
D=V x055
D (EN METROS) V (EN Km/h)

indica el cartel?

= Una revista especializada informa mediante una tabla las distancias de frenado de un

automovil moderno:

Velocidad (km/h) Distancia de frenado (m)
40 7,30
60 14,80
80 20
100 41
120 60,80

* Si analizan esta tabla podran convencerse por qué a
respetar el cartel anterior jverdad?

= Cambiemos el vértigo de las rutas por el de la economia:

Si invertimos $2.000 en un banco que ofrece una tasa de
interés del 7% anual, el modelo que nos permite obtener el
capital final en cada tiempo ¢ se puede representar
mediante este grafico.

Observando el grafico respondan: /cuanto tiempo
necesitaremos dejar depositado nuestro dinero para
duplicar el capital inicial?

altas velocidades es fundamental

141 (miles de ) /

/
12 /
/
10 /
: /
: /
do g

a t [pucir'v\megﬁref]-.

—z o 2 4 3 ] 10 12
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» ;Cruzamos la cordillera?

Cuando en un terremoto las rocas se fracturan, la energia elastica almacenada en ellas se
libera bruscamente.

Los cientificos “no pueden vivir’ sin manejar “formulas extranas”, fijense como calculan la
energia liberada durante un terremoto utilizando la siguiente formula:

log E=118+15-M  (“log” significa logaritmo en base 10)

Siendo, E la energia elastica expresada en ergios y M la magnitud del terremoto en escala
Richter.

El terremoto en Chile en febrero del 2010 fue de una magnitud de 8,8 en escala Richter. Para
calcular la energia que se liberd procedemos asi:

logE=118+15-88=25 < E=10% ergios ;Mucha energia no?

&) » oo » .
év& Grdficos, tablas y formulas son algunas de las maneras de representar funciones.
Dedicaremos esta unidad a descubrir qué son, cudles son sus caracteristicas, como se clasifican.

Concepto de funcion =

Cuando en la introduccion analizamos el cartel de la multitrocha habran descubierto que la
distancia que se debe mantener depende de la velocidad del vehiculo; en el caso de la energia
liberada durante un terremoto, la misma depende de la magnitud del terremoto en escala
Richter. En el primer caso se dice que la distancia esta en funcién de la velocidad; en el
segundo la energia liberada esta en funcion de la magnitud del terremoto.

Podria decirse que una funcién es algo asi como una “ley” que regula la relacién de
dependencia entre cantidades u objetos variables.

* Definicién de funcion:
Una funcién f queda definida por:

v" Un conjunto A llamado dominio.

v" Un conjunto B llamado codominio.

v Una ley que asocia a cada elemento x del conjunto A un Gnico elemento y del
conjunto B.
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A B

* xes lavariable independiente.
y es la variable dependiente.

Observen que la funcién relaciona variables (nimeros u objetos) de manera tal que se cumplan
dos condiciones:

v' Existencia (para cada valor de x existe un valor de y)
v" Unicidad (a cada valor de x le corresponde un tinico valor de y)

Definiciéon: Decimos que f es una funcién de un conjunto A en otro conjunto B y escribimos

f:A>B < VxeA3unlnicoyeB/f(x)=Yy.

éi‘z
£/ ., ., . .,
é‘ Observacién: No toda relacidén entre variables es funcidn!

Ejemplos:

1) La relacién que a cada argentino le hace corresponder su niimero de DNI es funcién, porque

a todos y cada uno de los argentinos (condicion de existencia) le corresponde un unico
DNI (condicion de unicidad).

2) No es funcion la relacion mujer — hijo. jPor qué?...porque no toda mujer tiene hijos
(condicion de existencia), y existen mujeres que tienen mas de un hijo (condicion de
unicidad).

3) Sean A={12345}y B={1234,556,7,8]}

a) La relacién “es multiplo de” establecida de A en B no es funcién porque no se cumple la
condicién de unicidad. Por ejemplo al elemento 4 del conjunto A (dominio) le corresponde
tres elementos (“1”, “2” y “4”) del conjunto B (codominio).

b) La relacion “es multiplo impar de” establecida de A en B no es funcién porque no se
cumple ni la condicién de unicidad ni la de existencia. Por ejemplo al elemento “2” del
conjunto A no le corresponde ningin elemento del conjunto B (condicion de
existencia); y al elemento “3” del conjunto A le corresponden dos elementos (“1” y “3”) del
conjunto B (condicion de unicidad).
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Dominio, codominio e imagen de una funcion

El conjunto de los valores que puede tomar la variable independiente se denomina Dominio
de la funcién. Y se escribe Dom (f) o Dr.

El conjunto que contiene a todos los valores que puede tomar la funcién se denomina
Codominio de la funcién.

El conjunto de los valores que toma la variable dependiente se denomina Imagen de la
funcién. Observen que la imagen estd contenida en el codominio. Y se escribe Im(f) o I

c) ., . . .. ..
é& Observacién: En general, vamos a trabajar con funciones donde el dominio y codominio son
conjuntos numeéricos.

Dominio de funciones definidas por formulas

Analicemos el dominio de las siguientes funciones numéricas:

= f(x)=3x-7
La férmula que define a la funcién f plantea como calculo operaciones posibles para cualquier
valor de la variable independiente x. Por lo tanto Dom(f) = R.

- g(x)==

Como la divisién por 0 no esta definida, el dominio de esta funcién es el conjunto de todos los
numeros reales distintos de 0. Simbdlicamente: Dom (g) =R — {0} .

= h(x)=+x+4

Sabemos que en el conjunto de los nimeros reales la raiz cuadrada de un nimero negativo no
existe. En consecuencia, para la funcién A los valores posibles para x seran todos los nimeros
reales mayores o iguales a —4. Simbdélicamente Dom(h) = [—4; +)

« Tal como lo hicimos en este ejemplo, es muy usual llamar y al valor que le corresponde a x a
través de una funcién. Por este motivo, cuando se define una funcién a través de su formula se

usa indistintamente f(x) o y. .
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Igual férmula y distinto dominio

* Consideremos la funcién definida por la férmula f (X) = % X

st

: 1) Si consideramos que esta férmula representa el costo neto

. de produccion para una cierta cantidad x de lapices

producidos, jcomo seria su representacién grafica?

1 En esta situacion particular la funcién se define sélo para

5 : numeros naturales, ;por qué?

Consideraremos entonces: Dom(f) =N

Con la ayuda de una tabla construir el grafico para una produccién de hasta 5 lapices.

st

2) (Cual es el grafico si consideramos que esta funcion

: representa la posicion de un objeto que se mueve a velocidad

constante durante un cierto periodo de tiempo?

Definir en términos del problema las variables independiente y

. dependiente.

= p . 2. 3 . s’ ;Cudles el dominio de f?

Construir el grafico correspondiente.

En los dos casos planteados anteriormente se puede observar que una misma férmula describe
funciones con dominios diferentes.

Conjuntos de numeros reales: Intervalos
Los intervalos son conjuntos de nimeros reales definidos de la siguiente manera:

Cerrados
[a;b]={x/x€R y a<x<b}
Semiabiertos

* (a;b]l={x/x€ERya<x<b} " (—wo;b]l={x/x€ER y x<b}

* Ja;b)={x/x€ERya<x<b} * Ja;4+0)={x/x€R y x>a}
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Abiertos

" (a;b)={x/x€R ya<x<b} * (a;4+o)={x/x€R y x> b}

Por ejemplo, (2;7) es el conjunto de todos los nimeros reales entre 2 y 7 si lo representamos
en la recta numérica:

e NN >
2 7

Crecimiento y decrecimiento de funciones

Para evaluar la temperatura en cada tiempo ¢ (en hs) de una camara en donde se guardaron
semillas de maiz se realizaron registros de la temperatura (en °C) de la misma en forma
continua, desde las 6 de la tarde de un dia y durante las primeras 6 hs del dia siguiente.

Para resolver esta situacion se puede considerar el grafico de la funcién:

4

Para los registros de temperatura observamos cuatro situaciones bien diferentes en la evolucién
de la temperatura a medida que transcurre el tiempo:

» Hasta dos horas antes de la medianoche, es decir —6<t<—-2, la temperatura fue
aumentando. {Cual fue la maxima temperatura alcanzada?;

= Luego, y hasta la medianoche,—2 <t <0, la temperatura fue disminuyendo. ;/Cudl fue la
minima temperatura alcanzada?;

= Entre la medianoche y la hora 1, es decir 0 <t <1, la temperatura volvié a aumentar,
hasta llegar a los 1°C;

» A partir de la hora 1 y hasta finalizar la observacion, es decir 1<t <6, se registré una
temperatura constante. ;|De cuantos grados fue esa temperatura constante?
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Las anteriores observaciones se traducen en lenguaje matematico de la siguiente forma:

» para t€(~6,-2), la funcién es creciente,
= parate (— 2,0), la funcién es decreciente,
0,

(01), la funcién es creciente,
» para t€(1,6), la funcién es constante.

= parate

Definicion:

v Una funcién f se dice constante en un intervalo I < Dom (f)si V xel es f(x)=c

donde ¢ es un ntmero real.
v' Una funcién f se dice creciente en un intervalo I < Dom(f)si V X, X, €l con

X, <X, = f(x)< f(x,).
v Una funcién f se dice decreciente en un intervalo I < Dom(f)si V X,,X, €I con

X, <X, = f(x)> f(x,).

Graficamente:
+y -
!
f(x1
f(x2) k)
) f(x2)
X 'y
X1 X2 " x1 x2
funcion creciente funcion decreciente

Ejemplos:
Siempre son creciente las funciones que describen situaciones como:

» La altura de una planta a medida que transcurren los dias posteriores a la siembra;

= El monto de una inversién, colocada a interés compuesto en un banco, a medida que
transcurre el tiempo;

= Kl perimetro de una circunferencia como funcién de la medida de su radio.
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Siempre son decreciente las funciones que describen situaciones como:

» El interés que debe pagarse por un crédito amortizado segin el sistema francés, a
medida que transcurre el tiempo.

» El esfuerzo que debe realizarse para levantar un peso mediante el uso de una palanca
cada vez que se amplia un brazo de la misma.

Maximos y minimos locales (o relativos)

f alcanza un maximo local en x;, si f(x;) es mayor o igual que todos los valores que
toma la funcion en los puntos “préximos” a x,, es decir, si f(x,) = f(x) para los valores
de x “cercanos a x,”

f alcanza un minimo local en x; si f(x;) es menor o igual que todos los valores que
toma la funcién en los puntos “préximos” a x;, es decir, si f(x;) < f(x) para los valores
de x “cercanos a x;”.

Graficamente:

maximo local

Six)

s '
minimo local

mmmmmd e

Xy X;

Maximos y minimos absolutos

f alcanza un maximo absoluto en x, si f(x,) es
mayor o igual que todos los valores que toma la »
fix, maximo absoluto

funcién en los puntos de su dominio, es decir, si
f(xo) = f(x) para cualquier x del dominio de f.




Fad:
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f alcanza un minimo absoluto en x si f(x,) es 4

menor o igual que todos los valores que toma la
funcién en los puntos de su dominio, es decir, si
f(xp) < f(x) para cualquier x del dominio de f.

S omee .

minimo absoluto

Xg X

Ceros o raices

xo € Dom(f) es raiz de f si y solamente si f(x;) = 0

X7
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TRABAJO PRACTICO DE FUNCIONES

1) Carolina y Sabrina trabajan en la misma empresa. Carolina tiene auto y suele pasar a
buscar a Sabrina para ir juntas a trabajar. Observen el grafico que muestra cémo varia la
distancia recorrida por Carolina desde que sale a su casa hasta que llega a la empresa, y
contesten a las preguntas.

12 gm-=m-=f=mmm=mqemmmmmmmmmmmmm—me—pe e —qmmm—m e

O T S e L e e e

a) ¢(Qué variable se mide en cada eje de coordenadas?

b) (Cuanto tarda en llegar a la casa de Sabrina?

¢) (A qué distancia de la casa de Carolina se encuentra la casa de Sabrina?

d) ¢Cuanto tiempo la espera?

e) En que parte del trayecto van mas rapido porque utilizan la autopista. ;Qué parte de
la grafica es la que corresponde a ese tramo?

f) (A qué distancia se encuentra la empresa de la casa de Sabrina?

2) El siguiente grafico refleja el relevamiento de datos obtenidos en el centro meteorolégico de
la ciudad de Cipolletti, hora a hora, desde las 0 a las 20 hs de un dia.

14

A
12

N

d A N O N B O ®
\ 4

P
<
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Si llamamos f a la funcién que relaciona las variables involucradas en el problema.
Responder:

a) (/Qué variables se tuvieron en cuenta para confeccionar el grafico de f? (Identificar
variable independiente y variable dependiente).

b) ¢(Cual es el dominio de f? ;Cual es la imagen?
c) ¢Cual es el valor de f(2)? ;y de f(8)?
d) ¢(En qué horarios la temperatura fue de 10°C?

e) (Cuales son las temperaturas maxima y minima y a qué hora se alcanzan esos
valores?

f) (Desde qué hora y hasta qué hora se produjo un aumento de la temperatura?
g) (En qué intervalos de tiempo se produjo un descenso de la temperatura?
h) (Qué ocurri6 entre las 15 hs y las 17 hs?

1) ¢(En qué mes te parece que pueden haber sido realizadas las mediciones?

3) Se ha calentado una olla con agua. Cuando empieza e hervir (a 100°C), se deja enfriar.
Observar el grafico y responder:

120

100

80 A AN

NEVARR) \

/ N

20

0 20 40 60 80 100120140160180200220240260280

a) ¢(/Qué variables se han representado en los ejes?

b) (Qué representa cada unidad en el eje horizontal? ;Y en el eje vertical?
¢) (Cual era la temperatura inicial del agua?

d) ¢Cuanto tiempo permanece el agua a 100°C?

e) ¢(Cuanto tiempo tarda en enfriarse hasta llegar a los a 20°C?
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4) Indicar silos siguientes graficos corresponden a funciones. Justificar las respuestas.

a)

A=

5) Cada una de las siguientes tablas se corresponde con una de las formulas de la lista.

6)

7

8)

VRVRVEY

b)

Establecer esa correspondencia.

c)

a) b) c)
x| 0] 1| 2 3 4 x| 0| 1] 2| 3 4 x| 0| 1| 2
y| 1| 4] 13| 28] 49 yl 1] 4| 7] 10]| 13 y| 1] 2] 3
) y=x+1 i) y=x*+5 v) y=3x*+1
i) y=3x+1 iv) y=x*+1

1
Si definimos la funcién a partir de la férmula g(r) =I+— , determinar el valor de:
r

a) g(1)
b)b) g(2)

Indicar para cada una de las siguientes funciones cual es su dominio. Calcular cuando sea

¢ g(-01)

d) ;Es posible encontrar g (0 )? ;Por qué?

posible f(-4), f(0), f(1), f(3)y f(4).

f(x)%

f (x) = log(1— X)

Un tubo de oxigeno de 682 litros de capacidad, que originalmente estaba lleno, se esta

f(x)=3x+4

f(xX)=(x+D*+2

vaciando a razén del0 litros por minuto.

a) (Cual de estos graficos podria representar la cantidad de oxigeno que queda en el tubo a

f(x):2x4~J§

f(x)=-2

medida que transcurre el tiempo? ;Cémo te das cuenta?

f(x)=

f(x) =

2X+1
X—3

2
x?+1




m

el A

e e [ = Introduccion a la Matematica
I 4 Litrosde oxigeno I 4 Litrosde oxigeno ]]I..,Litmsde oxigeno
eneltanque en el tanque enel tangue
0 Tiempo desde que 0 Tiempo desde gue 0 Tiempo desde que
comienza a salir (min) comienza a salir (min) comienza a salir (min)

b) (Qué podrias hacer para saber cuanto tiempo pasara hasta que el tubo tenga la mitad
del contenido original?
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FUNCION LINEAL

En lo realizado hasta ahora han tenido oportunidad de apreciar graficos de forma diversa asi
como diferentes formulas que definen a las funciones. Los matematicos han clasificado a las
funciones de acuerdo a dichas formulas; veamos ahora un tipo particular de estas funciones que
son muy “populares” y ya han aparecido en actividades anteriores:

gg,En qué se parecen las formulas de las siguientes funciones?
a) f(x)=-3x+4 b) g(x)=0,5x~2 0) h(x)=x-+/2
d) i(x)="x e) j(x)=-x f) k(x):§+1,3

gg,Cuél es el dominio de estas funciones?

é?& Podemos observar que todas ellas responden a la forma: f (X) =ax+b

Definiciéon: Llamamos funcién lineal a toda funcién cuya expresion sea de la forma:

f(x)=ax+b, a€eR,bER.

b

)

v' El dominio de estas funciones es R, y su
representacion grafica es una recta.

v' a es la pendiente: representa cudnto varia

f (X) por cada unidad que aumenta X. /

b es la ordenada al origen: es la ordenada del punto en el 7
que la grafica de la funcién corta al eje v .

- =

¥ L
Ejemplo: La grafica de la funcién f(X) =2X+3 eslarecta L. 6
. 2 (1,5)
Cada uno de los puntos de L tiene un par de coordenadas
. ., 4
(x;y) que verifican la ecuacién Y =2X+3.
3
Decimos que esta expresion es una ecuacion de la recta L. I
1
0 5
‘ 3 —7 -1 o 1 =2z 3 a
Las coordenadas de cualquier punto que no pertenece a L no

verifican esta igualdad. Por ejemplo:
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=(L5)eL<>5=2-1+3
=(L2)gL<>2%21+3

%‘,?( Observacion: Toda funcion lineal esta asociada a una recta en el plano cartesiano y

viceversa, con excepcion de las rectas perpendiculares al eje x, que no representan
funciones.

La representacion grafica de una recta vertical es:

F N

¥

Su ecuaciébnes x =k, k € R.

QZ,Qué condicién de la definicién de funcién no se

 Aa

La ecuacién de una recta horizontales y =k,

(k €R)

cumple?

y=k

- =

La pendiente de una recta es un nimero asociado a su inclinacién.

vZ

vi

~y

v

=1

®2

Si conocemos las coordenadas de dos puntos de una recta,
podemos calcular su pendiente mediante la siguiente formula:

P:(Xl;yl) } a_y?_—yl
Q:(Xz;yz)

X, =X,
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Si conocemos la pendiente @ de una recta L y las coordenadas de uno de sus puntos,
P= (Xl; yl), podemos hallar una ecuacién de L de la siguiente manera:

y:a(X_X1)+ Y

Ejemplo: Determinar la ecuacion de la recta L tal que su pendiente es 2 y el punto P = (—2;1)
pertenece a ella.

Resolucién: Teniendo en cuenta lo dicho anteriormente y reconociendo la informaciéon dada, se
tiene:

a=2y P=0g;y)=(2;1)
Luego la ecuacién de la recta L sera:
y=alx—x)+y
y=2x—-(-2)+1
y=2x+2)+1=2x+4+1=2x+5

y=2x+5

Dos rectas que tienen la misma pendiente son paralelas. (Fig. 1)
Cuando el producto de las pendientes de dos rectas es -1, las rectas resultan
perpendiculares. (Fig. 2)

) , . . . oy
& Graficamente esto se observa si se las representa en un sistema cartesiano utilizando la
misma escala en ambos ejes!

ALy

y=1/2x+2

y=5/2x+1 y=5/2x-5

Fig 2

Fig1
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Aplicaciones de la funcion lineal a la economia
A continuacién se presenta un ejemplo de aplicacién:

Una industria local elabora y vende dulce de manzana a $15 el kg. El costo fijo es de $12.000 y
los costos variables son de $5,50 por kg. La capacidad de la empresa permite elaborar como
maximo 10.000 kg de dulce. Suponiendo que puede vender todo lo que produce, el fabricante
quiere saber:

a) ¢(Cual es la funcién de ingresos totales?

b) (Cual es la funcién de costos totales?

c¢) (Cual es su funcién de utilidad mensual?

d) ;Cuantos kg. debe producir y vender para no perder dinero?

e) (Qué sucede, si para un mes particular, decide vender 1.000 kg de dulce? ;Y si decide
vender 5.000 kg?

Respuesta:

a) Los ingresos estan dados por la venta de bienes o por la prestacién de servicios, y la forma
mas simple de calcularlos es haciendo el producto de la cantidad vendida por el precio de
cada unidad.

En nuestro caso la funcién de ingreso total, que depende de la cantidad de kilogramos de
dulce vendidos sera:

I (X) =15X  que también puede expresarse como Yy =15X

Se observa que es una funcién lineal. La ordenada al origen es nula, lo cual significa que si
no se vende dulce, los ingresos son nulos.

Dado que existe una limitacién en la produccion, los valores que puede asumir la variable x
(dominio de nuestra funcién) son: Dom(I)={x/x€R A 0 < x <10.000}

Los ingresos del fabricante seran (imagen de nuestra funcién):
Im(I)={y/ yeR A 0<y<150.000}
La grafica de la funciéon lineal sera:

Funcién Ingreso Total

1(%)

160000 -
140000 A
120000
100000 /
80000 P
60000 /
40000 /
20000 - X
o [cantidalld]

a 2000 4000 6000 8000 10000
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b) El costo total de la industria sera la suma de los costos fijos que son $12.000 y los costos
variables de $5,50 por cada kg. de dulce elaborado.

Luego la funcién de costo total para un mes sera:

CT(x)=12.000 +5,5x obien y=12.000 +55x

Esta funcién tiene pendiente positiva, lo cual significa que por cada unidad (kg de dulce)
adicional de producto fabricado (x), la funcién de costos (y) se incrementa en $5,50; y la
ordenada al origen positiva e igual a los costos fijos, determina que la funcién tiene como
costo total minimo la suma de $12.000.

Su representacién grafica es:

Funcion Costo Total

cT($)
80000 -

70000

0000

50000
40000
30000

20000 //

10000 X
(cantidad)

0

a 2000 4000 6000 8000 10000

El dominio y la imagen de la funcién de costos totales, sera:

Dom(CT)={x/x€R A 0<x<10.000} Im(CT)={y/ yeR A 12.000 <y < 67.000}

¢) Con las funciones de ingresos y costos totales ya definidas, podemos encontrar la funcién de
beneficio de una empresa como la diferencia entre ingresos y costos totales, es decir:
U=I1-CT

Para nuestro ejemplo, la funcién de utilidad mensual, sera:
U(x)=1(x)-CT(x)
U (x)=15x —[12.000 + 5,5x]
U(x)=9,5x —12.000



Fad:

lllllllllllllilllhl

Introduccion a la Matematica

Su representacion grafica es:

Funcion Utilidad

u(s)

100000 5

20000

0000

40000

20000

-20000

/ x®
2000 4000 6000 &000 10000 (cantidad)

Si analizamos la ordenada al origen observamos que si la producciéon es cero, el beneficio es
negativo, lo cual significa que el fabricante perdera $12.000, que corresponden a los costos fijos.

La pendiente positiva nos indica que, por cada kg adicional que se elabore y venda, la ganancia
sera de $9,50. Obviamente que para ganar se debera producir lo necesario para cubrir tanto los
costos fijos como los costos variables de elaboracién.

El dominio y la imagen de la funcién de utilidad (mensual), sera:

Dom(U)={x/x€R A 0<x<10.000}

Im(U)={y/ y€R A —12.000 < y < 83.000}

d) Si graficamos las funciones de costo total y la de ingreso en un mismo sistema de ejes
cartesianos, podemos observar:

(%)
160000 -
|
140000 //
120000 /
100000 /
80000 /
60000 "
l/’f” "“"_,af,ﬂ—""cT
40000 M
20000
0 . . . . r Py
0 2000 4000 6000 8000 10000

x
(cantidad)
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Observamos que ambas funciones se cortan en un punto, es decir, que para un nivel
determinado de x kg vendidos, los ingresos se igualan a los costos, es decir que el fabricante no
gana, pero tampoco pierde, o sea, su utilidad es de $0.

Esto representa un modelo de equilibrio, el cual es una herramienta de planeacién muy util
en la toma de decisiones de las organizaciones. En este caso, el analisis del punto de equilibrio
se centra en la rentabilidad de una empresa. El punto de equilibrio representa el nivel de
operaciéon o de produccién donde los ingresos totales son iguales a los costos totales.

Con las funciones de ingresos y costos totales, podemos formar el siguiente sistema de
ecuaciones lineales con dos incégnitas, cuya resoluciéon permite encontrar el punto de equilibrio:

y =15X
y =12.000 + 5,5x
Resolviendo el sistema (por igualacion de variables):

15x =12.000 + 5,5x
15x — 5,5x =12.000
9,5x=12.000
x=12.000:9,5
x=1.26316 = y=18.947,37

El punto (1.263,16 ; 18.947,37) representa el punto de equilibrio.

e) Veamos qué sucede, si para un mes en particular, el fabricante debe producir y vender:
* 1.000 kg de dulce
*  5.000 kg de dulce

En el primer caso, como nos ubicamos a la izquierda del punto de equilibrio, los costos totales
son superiores a los ingresos por lo cual la empresa trabajara con pérdidas.

En el caso de producir 5.000 kg de dulce, nos encontraremos a la derecha del punto de
equilibrio, con lo cual los ingresos seran superiores a los costos totales y asi la empresa
obtendra ganancias.
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TRABAJO PRACTICO DE FUNCION LINEAL,

1) Una sustancia se encuentra a 15°C, pero a partir del comienzo de un experimento su

2)

3)

temperatura disminuye de manera uniforme a razon de 2° C por minuto.

a) Completa la siguiente tabla con los valores de los minutos transcurridos y la
temperatura de la sustancia:

Min. 0 2 4,5 7 8 10,5

Temp.

b) Realiza un grafico en un sistema de ejes cartesianos utilizando los datos obtenidos en la
tabla.

¢) (Cual de estas féormulas representan mejor la situacién? (T representa la temperatura y
M, los minutos transcurridos desde el comienzo del experimento).

T=2M+15 T=-2M+17 T=-2M+15 T=2M+17
d) ¢(Cuanto tiempo debera pasar para que la sustancia alcance los 0° C?

En muchos supermercados los cajeros disponen de balanzas en las cuales se puede teclear el
precio por kilo de la verdura que se pesa. Estas balanzas emiten un ticket donde se indica el
precio total a pagar, correspondiente a la cantidad de verdura pesada.
La siguiente tabla muestra distintas cantidades pesadas de tomate y los precios
correspondientes registrados por la balanza.

Peso (g) 100 200 250 600

Precio total (S) 2,40 4,80 6,00 14,40

a) Intenta deducir, utilizando la informacién de la tabla, cuanto cuesta 1 kg de tomate y
1,350 kg.

b) Escribir una férmula de la forma f(x) = a.x + b que describa la situaciéon e indicar
cuéales son las variables relacionadas (variable dependiente y variable independiente).

¢) Calcular, utilizando la férmula hallada, cudl es el precio de 5,213 kg de tomates.

Un auto se desplaza por una ruta a 25 metros por segundo. Para ingresar en la zona urbana
comienza a frenar, disminuyendo la velocidad uniformemente a razén de 2 metros por
segundo, por cada segundo que pasa.
Sl
a) (A qué velocidad se desplazaba luego de 10 segundos de comenzar a & 2 @
frenar?
b) (Cudanto tiempo pasa desde que comienza a frenar hasta que alcanza los 10 metros por
segundos? /Y para que se detenga?
¢) Representar graficamente la situacién que se describe en el problema.
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4)

5)

6)

d) Escribir la formula que permita calcular la velocidad del auto en cualquier momento
desde que comienza a frenar hasta que se detiene.

Un oficial gana $ 30 por hora y su ayudante, $ 20 por hora. Un dia, el ayudante empieza a
trabajar a las 8 de la manana y el oficial a las 10.
a) /Cuanto dinero lleva ganado cada uno a las 10 y a las 11 de la

§
/4 Yiiyg

manana?

b) El oficial y su ayudante siguen trabajando hasta las 15 horas.
Construir tablas que establezcan la cantidad de dinero que gana cada uno en funciéon
del tiempo que trabaja.

¢) Representar en un mismo grafico las dos funciones e indicar la férmula de cada una.

d) /A qué hora han ganado la misma cantidad de dinero? (utilizar las graficas para
deducirlo y luego verificar que el resultado es correcto).

. ., 2
Sila ecuacién de una recta es y = X+ L

a) Indicar al menos tres puntos que pertenezcan a la recta.
b) Indicar al menos tres puntos que no pertenezcan a la recta.
¢) Verificarlo graficamente (Graficar la recta y los puntos en un mismo grafico).

a) Analizar si las siguientes tablas de valores corresponden a funciones lineales. Justificar
su respuesta

x y x y x y
1 5 -2 2 4
0 -3 0 2 -1 -3,5
1 -1 2 5 0 -3
2 1 4 7 3 -1,5

b) Para las tablas que correspondan a funciones lineales, hallar la férmula y graficar las
rectas correspondientes.
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7) Resaltar la ecuacién que corresponde a cada una de las siguientes funciones lineales:

y=—-x+1

4x
y= —4x

y

y

y=x-—1

y=—-x—1

- =X

8) Escribir una formula para de cada una de las siguientes rectas:

a)
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,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

______________________________________________________________

9) Escribir verdadero o falso segin corresponda en cada caso (// indica rectas paralelas y L
rectas perpendiculares). Justificar sin graficar. Verificar tu respuesta realizando los

graficos.

a)y=2x+1/y=2 b)y=§xiy=—x+1 ogy=1-x Ly=—-1+x
d)y=21//y= -5 =x—1// y= —x+1 = - _1

)y y e)y=x y x f) y=31y :

10) Hallar la ecuacién y graficar las rectas que cumplen con los datos dados:
a) pasa por los puntos (2;5) y (— 1;0 )
b) la pendiente es 3 y pasa por el punto (— 2; =5 )
c) es paralela a y =2 x — 3 y pasa por el punto (8;3).

d) es perpendicular a y = 4 x — 2 y pasa por el punto (3; —2).

11) Graficar la recta y = 0,5x — 3. Hallar la ecuacién de las rectas paralelas a la dada que
cumplen, respectivamente, con las siguientes condiciones y graficarlas en un mismo par de
ejes cartesianos:

a) Pasa por el punto (— 2;3 )
b) corta al eje de las abscisas en x = 1.

c) corta al eje de las ordenadas en y = —5.
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12) Dado el siguiente grafico de ingresos y costos

1© A a) Determinar la ecuacién de costos
c® 1® totales y ventas
Cc(S)
200000 / b) El punto (80000; 200000), qué
representa?
140000
X

80000

13) Un fabricante de cierto producto “X” para llevar a cabo su emprendimiento maneja la
siguiente informacién: -Costo proporcional unitario: $ 5
-Costos estructurales del periodo: $ 15000
-Precio unitario de venta: $ 9
Determinar:
a) Las funciones de ingreso y costo total.
b) El punto de equilibrio e interpretar.
¢) Graficar ambas funciones.
d) El resultado del periodo si la produccién y las ventas alcanzaron las 4000 unidades.

e) (Cuantas unidades debera vender si desea tener una utilidad de $25000?
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FUNCION LOGARITMICA

Definicion: El exponente x al que hay que elevar una base b para obtener un determinado

numero a se llama logaritmo de dicho nimero en esa base b.

Es decir, b* =a & x =Ilogya (dondea,b €ER, b>0, b+#1,a>0)

Ejemplos:
log,16 = 4 porque 2* = 16

log3% = —2 porque 372 =%

2*=32 & x=10g,32 = x=5
log,x=3 & x=log,32 = x=5
Actividad 1:

Calcular los siguientes logaritmos, cuando sea posible y verificar los resultados que obtengan

aplicando la definicién

a) log,64 ¢) log,,0,01 e) loggl
b) log,V2 d) log;7 f) log,(=4)

Actividad 2:
Analizar los ejemplos y la definicién y responder las siguientes preguntas.

a) (Por qué se establece que el nimero a debe ser positivo?

b) (Por qué se establece que el nimero b debe ser positivo y distinto de uno?

Observacidn:

Si la base del logaritmo es 10, se llama logaritmo decimal y se puede escribir log, sin indicar la

base.

Si la base es el numero e (2,718 ...) se denomina logaritmo natural o logaritmo neperiano y se

escribe In.

Tanto los logaritmos naturales como los decimales aparecen en las calculadoras cientificas.
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Propiedades

Vamos a enumerar algunas de las propiedades que verifican los logaritmos (siempre que a y b

sean positivos).

1) Logaritmo de un producto: log.(a - b) = log.a + log.b
2) Logaritmo de un cociente: log, (%) = log.a — log:b

__ logna
- lognc

3) Cambio de base: log.a

La propiedad de cambio de base nos permite transformar un logaritmo dado en cierta base en
otro logaritmo expresado en una base que nos convenga, por ejemplo, aquellas que aparecen en

las calculadoras cientificas.
Ejemplos:

1) log,(8-32) =log,8+1l0og,32=3+5=8

log 18

2) log,18 = )

Definiciéon: Llamamos funcién logaritmica con base a, a toda funcién cuya expresion sea de
la forma:

f(x) =logp(x) (x>0,b>0,b+1)

La siguiente grafica corresponde a f(x) = log (x)

r .

¥
2_.

El dominio de estas funciones son los reales positivos (R") y al representarlas graficamente se
obtienen curvas crecientes o decrecientes en todo su dominio.
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@ Observacién:

A continuacién se presentan las graficas de las siguientes funciones logaritmicas:

Wfx) =log (x), (2 glx) =log,(x) 'y (h(x)=In (%)

©® Observando las gréficas ;Cudl de las 3 funciones anteriores podemos decir que crece més
rapido? (Y mas lento?



Introduccion a la Matematica

BIBLIOGRAFIA':

Abdala, Carlos; Real, Mo6nica; Turano Claudio. Carpeta de matematica. Editorial Aique.
2003.

Altman, Silvia - Comparatore, Claudia - Kurzrok, Liliana. “Matematica: Funciones 1”.
Ed. Longseller, 2005.

Altman, Silvia - Comparatore, Claudia - Kurzrok, Liliana. “Matematica: Funciones 2”.
Ed. Longseller, 2005.

Bocco, Ménica. “Funciones elementales para construir modelos matematicos”. Ministerio
de Educacién de la Nacién. Instituto Nacional de Educaciéon Tecnolégica, 2010.

Carnelli, Gustavo — Novembre, Andrea — Vilarino, Alejandra. “Funcién de gala”. Ed. El
Hacedor, 1999.

Colera, José- Gaztelu, Ignacio - de Guzman, Miguel - Oliveira, Maria José. “Matematicas
2”, Ed. Anaya, 1997.

Colera, José - Garcia, Juan Emilio - Gaztelu, Ignacio- de Guzméan, Miguel- Oliveira,
Maria José. “Matematicas 3”. Ed. Anaya, 1995.

Colera, José- Garcia, Juan Emilio - Gaztelu, Ignacio- de Guzman, Miguel - Oliveira,
Maria José. “Matematicas 4”. Ed. Anaya, 1995

De Guzman, Miguel - Colera, José - Adela Salvador. “Bachillerato 2”. Ed. Anaya, 1987.
De Guzman, Miguel - Colera, José - Adela Salvador. “Bachillerato 3”. Ed. Anaya, 1988.
Itzcovich, Horacio — Novembre, Andrea. “M1 matematica”. Ed. Tinta Fresca, 2006.
Itzcovich, Horacio — Novembre, Andrea. “M2 matematica”. Ed. Tinta Fresca, 2006.

Martinez, Miguel; Rodriguez, Margarita. Matematica. Editorial Mc Graw Hill. 2004.

PAGINA DE INTERNET:

*

http://uncomat.uncoma.edu.ar/


http://uncomat.uncoma.edu.ar/

